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U~: UXI~:)!E CHAPITRE DE G}:Q~t}:TRIE ANALYTIQUE VECTORIELLE 

l'AH <.;. <.'. lJAS::;EX 
])u¡•trlll ' .:-~ scicnct ·~ 

La fonction li néail·e.- L'Hutcnr 6tend la représentatiun gTapbir¡ue 1¡u'il a iu
oliqnó an premicr cbapitre; il considere maint('nant, le cas on les absciss<'s ~~ leK 
o·oor<lonnées sont de n:ttnre vectoriellos :t deux nnités capitalc·s; il it, ponr colit, 
ltcsoin ele cl\tcr les points ¡]P l'es¡)acc. TI s'occupc de la représentntion !le la l'ouc-
1 ion liuéairc , dn prohlente de l'interRcctüm de cleux droites, de la rc¡mís¡•ntrttion 
,¡.. r¡IHttre puinh d'un rappor1 a.nharn1oniqnc douné de natnrP compl•·xP; il étndi!' 
,péciali'JII~nt les rapports harmullicln<'s el N¡nia11harmonir¡ueR consiolo:rant rt <lis
,.utall( plnsi!'tll'S cns particuliPrs. l l l'nit , 1'11 fl'l'lllinant. 1mc alln~iou a la f'orn1ulc· 
de J ~agnerrc. 

<-<E:-iERALTSA'J'lOX 

• ;;o . .XoHR avont> supposé, jnsf¡u'a présent. que la va lem tle l'argu
meut x était algéhriqne, ce mot étant pris clans son Rens Rtrict (') . 
~r a i~ tle 110m brenreR qnestions ol>ligent a consülérer le rnx d'nn :ngu

lll<'nt de natnre vectorielle a tleux unités ('}. Dnns le calcnl forme! 
<·ela signifie qne x est - di' méme f)ne y- un << diplí'h> on nombre 
« compl<'X€ >) , <<imaginaire )) on <<vectoriel ». Pnnr obtenir nne •·epré-

( ' ) ~J(.uJoin· presenté a 1' .\cndrmi•• <laus sa séancr du 1~ uove11111re 19:l6. \'oir 
], . }'l!'lliÍI'I' chapitrc~ dans A nna/l·x clr 1' Acadelllir, tome 1, lltlges 234 ct ~nivnntes. 

(') (J'.,,t-it-dire. lllH' qnantité dirigÍ'<' 'ili\'Hllt l'nnc 011 J'antre 1lt' dt'll'- clirer -

1 iOIIH oppo~ÓI\R . 

¡') C'rst-~-tlire , 11110 qnllllt itr ,,n~c•·pti h l•· d'Nrr il ir ig<"c d:ms 1111 ¡oln11. 
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sentation g-mphique, il fandmit done, dispo ee de quateetlimentions: 

m a i. on pen t, tont <le memr, ohtenir r¡ uelquecllose de con vena u le, l'll 
c6tant les points de l'espaee. \Toici c·om 

y 

z 
X 

ment que nons nons y pren<lrons. 

:~7. Soient (fig·. l::l) OXYZ teois axcs 

tl'origine O, <lcnx a denx ortlwgonanx. 

Le plan tlr ha ·e. -::, sera celni <le OXY: 
le plan OXZ, que uons <lcsigm•rons par z. 
srra a ffecté an vectenr .c. 

, i .e= O P = a +- úi a, sera sa lH'Qjet· 
...o--~o------,7 X tion OA sm OX. et b, sa projection OH 

. m OZ. :Xons pomTons done établir: 

0.\ = 11 = X: OB = b = Z. 

Les c¡natrc \' eetPun;: .v = 1 . . v = i, re = - 1, .r = - i correspon 

tlent, par <'Onséc¡nent a: X = l. 71 - 1, X = -1, Z =- 1 (fig·. l-1 ). 

:38 .. 'oit, maintenant, y= /'(.v), une fonct ion analytir¡ne c¡ueleonqne 

y <le .c. l0s constmltPs pe u ,-ent Hre de nature arithmétiqne, alg-ébricpw 

on YrrtMirllr n clenx nnités ele la fMme m + ri. A cl1nqne Yal(>nr ele 

z 

1 

><= 1 

--o--'".;.;:=c::- .;...1 - -::0---:";::=c:.'- -o-- X 
o 

y 

l' i ~ 11 Fie ¡e, 

,,. eorrespontl 111H' antrc ntle111' (ou un <·ertaiJL Hombre cl'antres) <le .IJ, 

tle la f'orme e -¡- di. Pour lrt représcntt•t·. t nu;on s par le point. P, qui 

corre pontl a la ntlem de l'argnmcnt x, la perpendiculniL·e an plan z. 
e·est-:1-tlin•. In pamllele a l'axe tle¡,; Y. <'t p1·enons 1111 segment J>(~ 

(fig-. 15 ). tlt> Yalenr 1·. en tenant compte cln signe. Xons am·ous, <lnnt·. 

PQ =e -= Y. ~Laintenant. ponr r<'IH'c~seHtl'l' le Yectenr y, il nous fancha 

cúter le point Q, a\'ee la eMe d. Si nons tle¡,;ignons par Y la r¡natrii.·nH· 
tlim<:>nsion c¡ni nons manqtw.nons lHllli'ÍOIIS t;<·t·in•: Y = d. gil somHII·. 
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le l>oint (~ 1"> repré::;ente la \'alem· e-!- di de la f'onctiou y, et le lieu de 
ce~ poi11 t~ cóté:-;, est une RU rfa e<· cütée, repré::;eJJiati ve de la l'onctiou y. 

Vir·c -v t' r::;a , :,;i l'on tlonue llll JlOint cüté (~ ¡d¡, ,;e;; autn·~ Lroi~ coor

cloJJJiéeR X, Y, Z ::;out tlétermillc>c::;, et JJous anrou~, ponr ce poiut , 
pui~queY = d: .r=X -f Zi, y = Y '- = Yi. 

11 

L ,\ FO::'>t"J'lO::\' Ll::'>ÉAlRE 

:l!l . CounneJJc;ons par la l'onction lin éaire la plu¡,; ,;illlplc 

.11 = Jll,l' 

ol1 m e,;t de nature algébrique, au t>en~ imliqué pltt ll hant. 
A chaqne point P tlu plan XZ, conespoud nnc valeur de .v, car si 

a = X et b = Z. ::;ont le,; projection;; dn vectem· OP . ur OX et OZ. 

u un,; a Yon::; 
. r = a bi = X - Zi . 

A e<'1 te valeur <le l'argnml•Jl1 l'OJT('Spoud le ntleur de la rouctioD; 

.11 = nw + mbi = mX - 1- mZ·i = Y Vi. 

:::li (tig. lü) PQ = nw = mi = Y, et si le point (l cst atfecté de le 
cilte V = mb = mZ; ee point t'útt' rrpn'-::;entera h' valenr llc !1 corres

pomlante a la Yalem COJI · 

::;illéree lll' .r. Ainsi <~ est 

a une di::;tance de z, m foi::; 

pln::; g rande que sa rli.-tan
t:e an plan OYZ (tenant 

t·ornpte <IH ::;igne <le m). e t 

"a t·c'Jte C!'lt 111 fois la di~ 

tauc du point a n plan dP 
has<' -;:. 

I~e li en lle Q , m étant 

alg-éhriqu ', résulte aiusi 

un plan cúté qni uontient 
rnx, ele;; Z et qui est. pa1· 

z 

y 

eo n:-; ~c ¡uent, perpewliculairc au plau tle base par la droit c Y = mX. 
La t•(,te tl e chaque point. ele ce plan est m fois sa <listance au l)lau de 

ha,e. Le .. uniqnes points <le ('C plan qui ont la cútc nnll<'. ,;out ce nx 

ele l::t ¡.;nsdite clroitP Y - m X . 
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W. "il s'agi>~l"nit clt· l 'Coquation 

.11 -= /ll,'C -1- /' 

m CL r éLant de uaLui·e algéhricptl'. toujoui':s an "'L'll-< ><tri<'t ( rt~Plles ) . IP 

plau ¡·eprt''srutatif' eontieutlmit la clroite 

Y =mX '- r 

clU plan tle Jmse <'L COntillU!'l'ait a lui etr' peqH~ I~dit·n]airl': la I'Ú(I' eh• 
<'iwque J>Oiut serail t~galement 111 fois sa cli,;t.HIH'P- :1 -;:. 

-11. 1~!1 g(ou(ral si 1' Oll a 

.1/ =( 111 ¡1i) :r (n - .~i ) 

.11 = (111 - pi ) (a -+- bi ) ¡¡ si. 

z 

p 

/ 

y 
Fii!. 11 

¡mur mw ntlt·ur 1léterminée dt> .e·= 11 , bi (poi ni P, lig·. 1 7), ilrésultc· : 

11 )-' {mb }Jll S ) Í 

X=a. y = 11111- bp + 11. Z - b. 

Pt clP cúte 

... 
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Le lien d Q cst un plan Ct',t é. L'éqnation <le t'C plau tlans le systéme 

OXYZ est 
Y=mX-pZ + n (fip:. 11 1. ( 1) 

-!~. Qnant a la ct!te <l'nn point 1lonr les c·nordonnées sotlt X~ Z. ellt~ 

ll [lOlll' Yflh'lll' 

\ ' = mZ --+- pX ~ 8. (:! 1 

Les pnints cle t:e plan qni ont la c·{,tp nullt• n·mplissent. par c·ons<~ 

c¡tH'11t. la COJH]ition : 

mZ 4- pX ~- s = o. 

(]ni l'l'[H' (~sent<.> uu plan perpeHdicnlairc an plan 1les XZ par ht clt·oirP 

pX -1 mZ · s tlt' Cf' dt~mier. 

L<.>s points cltercltéo> sont cenx üe la üroite interse1:tiou dn dit pl~ll. 

an'c le plan cút1!. Uelni-ci con pe les troi,; <tXt's OX, O't, OZ <1 de¡:; <lis

tances {lig-. 1 í ) : 

11 
OA = - - ; 

' 111 
OB=n: 

11 
Ol' = - · 

]1 

f::li 011 ne consitH~ t·e qne lle::; ntlenrs « rérllt' ":i » ll<· .r, <:omme non,; 
l'a\·ons fait <lans le IH·emicr cllltpitn·, on pcnt employcr la troisii·nw 

<limention ponr l<:>s valent·s <<imaginaires )) tle y: alor" lr liPn 

,11 = m:r 

. on m a la fot·mc 111 =;u -¡ Pi Piil t'epré,;euté par nne üroitP tlc resp<tce 

<lont la projeC'tion ::;ur le plan tle uasp est la <hoitc· y = :\Ll', rt f)ni fnit 

ave(' celle ch•t·nicre nn ang·le ~. tPI CJIH': 

?\ 
tano· :~. =- · /"' . :'11 

f::li m es « réel » c'est-il -dire si P -= o. la 1lroite esr << réelle » : c'est la 
' . 

(lroite y= )l.r cln plan tle hase. Si 111 = + i 1 c'est·<'l-llire si l'on a ::'11 = o. 
P = +]. il s'agirait, ~~ , · idemment. de!'\ clt'oites i¡:;otropes (]ni M trou · 

Y<:>nt reprt~sentée. pnr l<:>s bissectriceF> des ang-Jps í';OX. 

111 

1 .TEHf-;E :'J'IO ' DE DEl' X DR<li'I'Es 

4J . . 'i le,; clroite: en r¡uestion ont pout· ,:quations: 

y= m,;r 1 p, (fig·. 1 ~ ) . 



olt lc~-1 eom;tante~ ,.;ont << réellc '>>, lcur intersection appartieut, tl'apn:~ 

ce qui :t ,··té cxplir¡ué plns haut (n °' ::u ct .UJ) ú la droite eútée ¡ntralli·le 

a l'axe de :/J. par l'inten;ection ,J dPH denx droites Üll plan tlt- l>HM" 

Y = m,S - p,, '{ = m., x -,- p ,. 

l't• sem le point 1 de cette üroite qut· a nt(·me eüte potu· les denx 

plans: c'c:-;t -ú-dirl:'. te! que 

\' = 111 ,11 - lll , í'í 

z 

X 

y 
F i¡.!. ll'> 

ee r¡ni ILC pent ¡nTin•r c¡ue pour le point ,J de-;:. <¡uand 111 , ct 111 , sont 
tliffr~rent,.;. 

4.1 . Dmts IP ca~-1 g-énéral. on aumit 

.1J = ( 111 1 - p1 Í) X ( 11 1 -,- N1 Í ) 

.1/ = ( 111 , - 1- p ,i ) X+ (H, 1- s , i). 
(4 ) 

Le point d'iutcrsection de ces denx lienx est eelui de la thoite. in

terseetion <le:-; deux. plan,.; eótés repré ·entatirs de elmcnnc de ces dcnx 

tlroitt>s Yt'CLorielles (fig. 1 1), IJUÍ a m(•ntt• cúte d:nm l'nn et <lanl' rautre . 
.Xous anronl', ain:-;i, la condition : 

m,:!J + p ,X -¡-- s, = 111 , 11 Ji , X. . s,. 

-· 

-

... 
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('\•sr- -:'1-din·. 

(z¡, -JI ,) X+ (m,- m,) Z) + (s , - s , o. (.)) 

La rP~olntion lltL s,n;tenw ( 1), (:.! ) Pt (J), soit analytiqtll'. soit .~Taplti
qne pnr les proe!>llt~s 1h· lp g(•omctrie llescripti\'e, n'oil'n· <llll'llllt' 
di ltlculté. 

+U. (~nantlle:; t'qnations <·ontienneut tles cuellit·ients. des paramt· · 
tres, ou des emtstant<•:-. cu gént;ral, de la f'ormp k - /i: <·'t•st-a-dire. 

qna!Hl ces constantes sont des << diplets» 011 <<UOIII~t·cs \'et:toriels » , 
alon:. ml:mc an•c des YaiPurs algl~lli'Íf]ues de la Yariablt'. on se trou\'e 

deYoir. 1li·s le 1lél>nt. entrer de plein pied dan: le ealcul \'N~toriel. tan 

di:; r¡nc notre idée ¡wcntierP étnit, au eontraire, de ttons oc·1'nper de 
l'onetious enticrement alg-éhric¡nes et <le cherclteJ· les solntio11s \'l'Ctu 
rielles 1les varia~les r¡nand le systl·me n'atlmettait pas üe repré:enta

t ion dans le plan de hase: ou, :,;i l'on prél'ere, de domlt't' une int<·rpt·é
tation hm·s tlc ce plan, a ePt'taines snlntion. q¡¡j sont << inwginaires >> 
relatin~ment an plan de hase. 

La raison d'fotrc tlt• 1·ettc olJ:;erva.tion est l!llC lc•s ,-,ilcnrs X, Y, Z, 
\' ont. forréme11t. <lan~ notre étncle. nn C<lractere algébriqnt· an !\en.· 

sl!·i1·t: elles ne ponn'a ient. en elfet, premlre elleR <lll. si la ua t me Yec
torielle. t;i cela anintit, il fanclt·ait, aunlytiquPmc•nt, en déelnircquc le 

wobleme initial n'a pas de solntion, 11i tlaus 11' plan 1le ba~e ni l•ors 
dt> ce plan. dnns l'espace trillimcntiOII!l('] eoU•. c·'est-a-dire, ni ponr ele~ 

\'alcun; << réelleR» ni ponr tles nliCIII's <<imaginaireS•> on <<VeC'torielli'S >> 
ele ces ,·aria u les. JI rst tln re~ te h ·iclc·nt r¡ne lc:s snrf<H'es o11 le• lignes 

l'útée:s nbtennt's <lll moycn 1le notre représeutation clnns lt· s.rstt·me 
OXY~. peunont nt· pas ~-'C cou¡wr. on ne pas a1lmettrc• en g·énéral ele 
solntiom; commnne~;;. de IIH~tne ep11· t·ebl pent atTi\'CI' clam; le plan clt• 
lmse a\·ec le ligue:; qni ~· sont tmeées. 

-bl. Cepenelant. tant c¡n'ilne s'agira r¡ue de 1\mttions liuéaire-;. c·ela 

n'anm pns lieu, carla les snrfaccs représeutatives (tles plauR) se cou

pcront tonjonr:'i, an liui 011 a l'inlini. l't l'on ponna ti'Oll\-er 1111 point 
ap¡nntenant a C'ette intet'seetiou qni aura mf·me eMe 1lan:::; l'illl et llnns 

l'autre plan. 1\LtiH il n'en ;.;era pas de m0mc lorsqm' la fonctiou ~;;era ele 
clt'gré plus éleYé. comme nons le \'CITOns qmm<l non,.; traitcrons. par 
1·xemple, le probleme d1• l'interseetion cl'nnc ('in·onférence ~lnalytic¡u<· 

avec une llroite égalemcnt anal_ytic¡tw, clont les l'OII:'itantes ~onr des 
ttonJln·es vectoriel:; on << tliplets >> (k - ti ). 

,t¡.;, Xous terminerons ce chapitre 1'11 ré::;ol\·ant cl'nn prohli·nH' nn 
IIH~ riqnP I'Pinti fa l'intcrsertioJt d clcux tlt·oitt•s. 
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< ' hc·L'<:Iions l'intersediou <le;; lienx 

.tf =(-'.!. - i).r-j ( í 1 !li ¡. 

='iotts :t\'ons. dans c'l' <:as: 

111, = 1. p, == '.!., 11 ¡ = 10, 

111 .-= -'.!.. p , = l. 1! = 1. s,= !l. 

Le,: ",\"Stc•Jltt • a rl-srHuh·t· par ncpport anx axt•,.. OX. OY . 0:0 t•:<t 

Y = -'.!.\. - :0 -
'· 1-1 = 0. 

on c'll ti rr : 

La r citt· \ ' cln point cl'interse <: tion s'obt ient an moyl:'ll dP l'n1w oll l 

l':mtre ele c'·qnation,..: 

!) . 

11 1'11 I'I'SIII t l' 

V = 4. 

-1-!J . Le 1111~ 111<: prohlcnLe ú é tl- grapllir¡nellll.' lll résoln dans lt- fignrc • 

IH par lrs prn¡·(odés <le la Ut:om<.'trir Deseripti,·c(mNllO<ledc.:\fouge ¡. 

JhiJJs l'Pth• c;prll't', "\..\.. repn··sente h1 lig-ne tlc tmTe, O est l'nriginc· 

eles <·oortlonnc··,•s: les troi,.; axes sont représenU·s par OX, 0\'. OZ . 
LP plan 

Y = -íX.-'.!.:0 I.i 

a Jlllltr trac·es les clroite:< _\ ,B ,. :\. ,( '. qni sali,.,fonr an:x rapport,.. 

¡,-, 
()_\ 1 -

' 
Le plan 

0 .-\ 
•) 

LP plan 

Oll ,-= l.i . 

Y = -'.!.\.-i'í 

OB,- 1. 

x - ;-,z - 11 = o. 

í 

}.-, 

()(' , = 0' 

O<' , =í. 

--
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.e!'t perpcndicnlaire an plau ortlwgr;q¡lliquc; et ron a: 

OA,=- I..J-. 
1 14-oc,= -

:l 

L'intcrsecLioa <il' c·es troi!' plan,;. e,.,t le point P -= (P,. l' ,J. On trnuvP 

X = Ol' .. = l. Y = P,, l.' , 

Fi~ 1t1 

_ ., /; = P .. l',- ::. 

B, 

y 

Po11r t I'Ott \ ' Cl' Y. ttons eon::;idét·et·ons le pl;lll 

Pour a l.n·ég·er. com;idérons l'axl· O Y cotnute étant, a présen t. l'ax<· 
OY. J.,e,_, t.races cln plan en fJilestion r,;out A,U, et A,C;. L'on a 

o.\, . - n, on,- o. ()('; = .J., .) . 



Dn lllOlll<'Ut c¡ne le poi111 Lrouv<S (P,l' J a ponr coonlouuée;,; X = J , 

~ = :3, sa projection s n1· CP plan :X0:-0, est P ; , tlp :-;orte que p011r trunver 

\ ' , il sntlim <1e b·aeer par P ,, la génémtrice(g,, .IJ, )dt l plau. Ouobtient 
ainsi l'autJ'(• projeetion. P,. snr le plan XOV: la cM<• \'ller<· l1 ée est 

P , P, = .J-. 

1 , . 

l{EPREl:;E::\TATIOC'i DJ;; <tl-A'l'l{E 1'01::\TS 

D0:-1 '1.' LE RAl'l'OJ{T A)IHAH::\fO)Il(~l:l •; EWl' DE :NA'J'l' llE \'EU 'I'OHIELLE 

a) ('as général 

.)0. Con.,;idérons, de nouyean. le 1 ieu représenté JI a r r éq uation 1 i
néairc 

.11 = 1/l.t· - n (ü 
clans laquclle 

111 - 11 r¡i: 
on anra , Hiu. ·i, 

y = Y iV 

Y=pX + I[Z !- u, V = qX + pZ, 

<'t· Hous a,·ons vn que le lieu repré:;entatif<le y, est nu plan cOte ( 11• 4-~. 

tig. 17). 

31. Si deux poiuts ~~ ct B dout le coordonnés sont .v,. y , : .e, y , 
appartieunent a ce lieu, ou sait, Pt l'on peut ai:;;ément le <lémontrer en 

exéf'tltant les calcnls, clll'tm point qnelconf)ue P <lont ]ps <·ormlonnéP~< 
sont 

.x:i + i ... :c .! .t·, = . 
1 + i. 

·'' ' i.y ., y,= -
1 ¡ /. 

( í y 

appartient ltttl:lsi a ce wi'·me lieu, <1uelle qn<' soit la Yaleur et la Hatlll'<' 

de i, (algéuriqne on vectoriclle a <leux unités). 

Or, il résulte <le ce:-: calen!:-: ftlll' si 

on a 
x , = X , - - Z .,i, 

, X, -, i.X , 
X,= l -1--- t: • 

z _ Z, + i ,:-0 , 
~"- 1 .L---; 

1 /. 

,IJ, =y"~- V , i. 

, Y, -t- t.Y , 
\ = _J_ · • 

] 1 /. 

V = V , + i,V , 
1 + i, 



·C<' e¡ ni l'ait ,-o ír que, qnnnd i, <'st 1111 Jt<llllbre alg(obriqnP an sens strid 

{nombre << c¡mtlifih> on <<1'0<'1»); )('. point qni rcpr0sentc P appai'(.il•nt a 

la ligne <hoite de I'Pspac<> 1p1i joint les points I'Cprése11tat ifs dp A et H. 
et nom; s:l\·ons. en ontre. qtll' i. in1liqtw lt' rapport des scgmeuts PA 

- ( PA) ct PB i, = PB . · LPs poinls .\ et B ~w tron,·pront i'tH·Ir plan d1• hase 

qnan<l on anra ~ = Y= O. <"'cst-~'• · llit·e r¡ = 0: mais alor;.; P appar

ticndra anssi a;;, l't i . est le rapport 1lcP. <<~listnJH'OS >> de P a Aeta H. 
se terme útnnt pris •lans son sens ordinairc on intnitif. Si i. <'S nn 

« lliplet >>, l' ne ¡¡;e tronH'r;t plus <lans l(' plan de base. A et B ~· étaut. 

mais il se trotwer;~ dans le plan p<'rpcn<licnlaire n ;; par la lign<' dmite 

Y = pX j- n<]ni,ioint A ct B. 
:;~. (;onsi<lérons mnintenant qnatt' P point,; _\, B. P, <l- tln lil'n (li1 

pt•is 1lans l'or1ln' inllÍilLH' . <>t snpposons <]H<' l<'nn; <:oor<lnnnées soient: 

.1' 1 + i.,x , y, -:- i.y , .r, ...1 i .,.v, y, -j- i.,y , 
.r, . y,.: .r: ,. !1 ' : 1 ,_ i., i., 1 1 

, ,, 1 /., 

Lenr t·apport nlllllJt'moniqn<' ci't, co mme l'on Ha it, ~ - c¡nelle r¡nP soit 
1., 

la natnrc <le i., ct <le i., (alg-<'brique on ,-eetorielle a <l<'ttX nnités). 

Si, ponr ahr0gl•r, nons <lésignons par x,, y , . . r , , .IJ ,, l<•s eonr<lollnée~ 

dr P et <h' Q, il en l'<~snlt<'r:t 

. _.<:,-.r,_y, -y, 
1~,-~ - -~~-· 

.r,-.r, y , -y, 
.-r,-.f, 

!. ! ::-=:=: 
.c, - .t·, 

-
y , -y, 

y . -y , 

•le sortl' que le mpport anharmonique <le c¡nntre points dn li<'u (ü l 

~lont les coon1ot1110es sont ;e;, y; (i = 1, ~- :;, 4 ) pris dnns e<'t or<lre: 

l , 9, :1, '~, pent s'<'x¡n·irner par 

.r , - .v, .. r·, -x, 
. ' .r ., - :e, .r, - x, 

on par 
lh- ,lJ,. y , - ,lj , 
--- ---· 
y, -y, ·y,-y, 

:í:3. Et. <'11 gén<' rnl. ,.;i l'on eon:sidi.·rc <lenx points <ln líen <1om Jc,.. 

<~oorrlonn é<•s ,.;ont ·~"n · Ya: .'C¡, y,, lp,.; coonlonnées <le qnatrP antrf',.: 

points <ln lirn pcn,·ent s'<'xprimer pnr les forntltl<>s 

~r:a + i .;.l'TJ 
,l'¡=--,-.- · 

1 / ,¡ 

.1/u 
y, = 1 

i .;,l} r. 

e! lf'1tt ' rapport :tnliarmOJIÍ!Jtie par 

- . - . 
1~;¡ - ' ·• • / ,, - , ,, 

i ., - i. , . i., - i .. 

(i = l.~,:;, 4 ). ( ~l ) 

( lO 
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Tiron:;, en t>ft'et, .u(( . .'/u, ;cb, .'/b des deux formule,; (9)qne l'onol.Jtienl 
t'll y faisant i -= 1, i = :!. Il en résnltc: 

x, ( l l- /,,)-(1 :- i.,)i. ,x, 
,TJu=· 

i., - i,, 

(.IJ, et .1/u pcuvent s'outeuir cnrt•u•phu;aut, clans le,; \' aleur~ pn'céüeHtc:-;. 
.e par y ). Eu rempla<;aut eu:;uite. tlam; les formule~ (9) t1ni cxpriment 
l' ,, y., .r,, y,, les \·alenrs de .1"!11 et y,, aiusi obtenne:';, ou trouYe. apre::

q uelq ne,; lransfonnn tions, 

;¡.,. a,rant la valem· 
1 1 i. , i.,- i ., 

1 + i., i., - i., 

gu rc•mpla(,'ant le~ intlice~ :~, par le~ índice,; 4, ou olJtcmlrait. tic 

•••í·mc le~ valeurs de .TJ, et cle .lf 1• 

' ) ... 
• \ iu~i, le rapport anllarmonic¡uc tle:; quatre poiut~> e::;t · ', ··e~t-Ú·tlíre 

;J.i 
J"cxpl'CS:>ÍOII (10) (') . 

. ),t. \~u sonune, puis qn'il n'y a aut·nH ineonvcnicnt a applit1uer la 
tlléorie \tu rapport auharmonique aux point:-; collsidére:;, meme pour 
le ea:-; on \e;¡ eoordonnées c>t le,; constantes sont de natnl'e vectoriellc 
a tlenx unités, iln'y a, nouplm;, aucnnccliflículté aleurappliqn•r no-
1re repn'~entation graphique. 

;)i:i. X ons Hous ocenperonf;, :-;pécia lelllent, tle représeutcr les q uat1·e 
point,; c¡uanll lenr rapport anham10uic¡ne vant- l, soit quaml i., = 

1 +¡:~¿ . 
- i. , (ntppol't !Jal'monic¡ne) eL quanl il nmt ., (t'HPJWrt ec¡m-

--
a 111 1a l'lllOHÍr¡ ne). 

('1 Si. •lau s (6), tltllt~ pu~o11s 

(u - 1,2,3,4) 

J,. rappur! ( ) pcur ~'exprinH! I'. a¡tri·-; 'tnclqucs trau,;funnatinlls. -;ouK la t'ontlc 

'llÍV:llltC : 

, X ,-X, ) (X ,-XJ+(Z ,- :1., ) (:1. ., -Z..) -Lt.X"-X,)(Z,-Z.)- (:'C,-X, l( Z,-Z. , JJi . 
- (X ,-XJ+(í'- _, -Z] . -- . 

tX, - X ,) (X 1-X,l+t:l,-:t;,) (:l, - :l,)-[(X,-X, ) (:1.,-Z,)-(X,-.X ,) (:l,-Z, )Ji 
- -- -- (X

1
-X,'¡+(Z,-:l),• - - . 

-

. , 

-
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b) Rappol't hanJwniq?u' 

l::li les coordonnées des points A et B sont, connne plus lwut, 

x,, y,. 

eelles .r,, y,; x,, y, tles autres deux points, e et D. en relation 
harmonique avec les premien;, doivent etre : 

x, + i,x, 
1 +i. ' 

y , +i.y, 
1 +l. 

Le Hign~ + correspoml an point U. et le sig·ne- a u point D. 
l::li on doit passeL' tles points e et D, au poillts A et B on aura: 

.1' ' -¡ p .. t'¡ 
x, = 1 t 'J ' ,. 

X:~- (J..l' ¡ 

x,= 1- •J ' ,. 
y , - ¡J.y, 

1J .• = ' . - 1-:J. 

tenant compte <les valeurs de :v,, x., y"' y, il résn1te 

et, r:;ymétriquement, 
. 1-p. 
/,=--, 

1 +¡J. 
oú bien 

i .¡J. + i. + ¡J. = 1. 

36. Quelle que soit la \'aleur et la nature de 1., quand le deux: pre
mien; points co'incident, e' e t-a-dire si l'on a x, = x,, y,= y,, les a u tres 
deux co'íncident anssi. 

3í. Si i, =o, le troisicme et le qnatrieme point co'incident aYec le 
prcmier. 

38. Si i, croit sans cesse (quand il s'agit d'nn <<d ipl et>>, c:;'e::;t-ú-dire 
d'un nombre vectoriel a deux unités, il faudra conxiclérer le croisse
ment de son modtlle), le troisieme et le qnatrieme points tendent sans 
cessc a co'incider avec le <leuxieme; car, de l'identité 

AN. ACAU . CI&NC. JtXACT. - T . 1 

a:,+ ::- x, 
J, 

33 
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il résnlte qne ~.;i i. est algébrique (vectoriel a une nnité), le scconcl 
membre tend Yet·s x, r¡nan(l i, augmente indéfiuiment; eHt si/, es yec
tol'iel a clenx nnité:;, soiL, i . = r 1- si, comme l'on pcnt t~erire le seconcl 
membre üe l'iclentité :,;ou:,; la forme 

;e, ') + -+ (r-st ;e, 
r' s' -

r -si --+1 
r '-+- sl -

On yoit. égalemeut, r¡ne si le module r '-+- s' c·roit intléfiniment, 
l'expression totalc t(•wl ,·ers .-e, . 

. -)n. 1:3i /, =l. non:; aurons. 

y,- lh 
y,=--,,-· .v,= y, = =. 

Dans ce cas, si lefl points A et B appat·tiennent a u plan tle l>ase, C 

est le point milien tln segw<>ut _\.B, et D est le point impropre (ou a 
<<l'infini >>) de la ligne droite qnijoint A et B. 

üO. Suppons maiutenant r¡ue A et B n'appartienneut J)aS au plano. 
et que leurs coonlounées HOie11t les rliplets, 

x, =X, t- Z,i, .c,=X,+ '!J,i 

y, = Y ,+ V ,i 
non::; aurons 

X, + X,+ Z, + Zl . 
. r, = ? •> 1, 

-" ~ 

Y, + Y. + V, + V, . 
y,= ~ ~ L 

Ce qni signifie que le point <lu plan des XZ qni a memes coordon
nées que C. est le point milien tln :-:egment ele ligne <lroite limité par 

le points de ce plan qui ollt ponr coordonnét's X ,Y, ; X ,Y, ; et ainsi. 
leH point représentatif ele C. 0st le point milieu dn :;cg·ment <le Iigne 
droite qui joint. dans l'espaec ti'irlimensionnel, leH pointH représenta
ti r <le A et B; fiU<Int a r-:a eMe, elle est éga le a la demi SOIIIIDC des cotes 
de A et B, ce C]ui, du reste, est nne conséquence de l'ol>servation faite 
au numero 31 rclatiYement a la signification d<' l . quall(l il est de 
nature algébrique (\·ectorit·l a une unité). Le point J) est représenté 
par le point impropn' (cm a «l'intini >>) <le la droite AB oc l'espace 
ti'itlimensionnel; sn eMe est intiuiment graude. 
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li 1. Si i, = i et les point~ A et H appartiennenL an plan de l>ase, 
les coonlonnée8 üe U et, tle D sont : 

X,+X,i 
1 + i ' 

(le signe+ por U et le sig-ne - pom· D ). c·est-ú-tlire: 

X , -.- X , + X , -X, . 
~ _ --:!-- !, , 

Y -L Y Y Y 
1 . ' +-'--' i. 

2 - 3 

De sorte que le,; points U et D sont représenté. par les points C' 
ct lY tle la perpendiculnire au plan de bnse tracée par 1<> point rni
lien l\I (fig. 20) dn seg-mcut AH, et s itués a une llistancc, d' un cóté et 

X,-X . W3 _ , . 
ele l'antre de ~. é!!.ale a - = -.- (H. et ~ etant le:J)oints !le l'axe . ~ ' ~ ~ 

OX d'abscisses X , et X ,). 

1 

C~J R 

Fi¡r. ~o 

Y, -Y, NT 
Les cOtes de C' et D' sont, numérir¡uernent, ·) = ---¡:¡- (N et T 

_, _, 

étant les points de l'axe OY, tl'abscisses Y, et Y,). 
Les points C et D ~out, thuu; ce cas, dits << conjugués >> . 
ü2. S1 l'on pose 

on tire 

,e, = a ¡- bi 

x, = ll- bi 

:e ,= X ,= a+ b 

.t·,= X , =Ct-lJ 

Y :~ = C - di 

y ,=c-di 

y,=Y,= c d 

y,=Y, =e- d. 

63. Si A et B étant llaus le plan de hase, i, a la forme ¡; + ti, ou 
trou ve aisérnent que les poiuts C' et D' sont l1ors de ce plan : dans 
celui qui lui eRt pcrpcntliculaire par le droite AH. 
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GJ. Par exemple ~i l'on a, 

X:!= t>. 

y, =:!, y,=Ü. 
on o bticnt 

x _ 3-+ (1-+ íi).) _ 8-+ :Jüi _ :!GJ -+ 14i _.,! 00 _¡_ lJ i. 
:1 - 1 -+ (1 -1- í i) - :! -+ ji - ü:.l - ;)± 1 33 , 

') 

.l',=:Í-;i 

G 
4. 

ll, = - - 1. 
.'J 7 

De sorte que D' apl¡artient ú la perpen<licnlaire a-:: tracéc par B, et 
•> 

i 1 se tronve a une distan<w. ÜP-:: t•ga le n - ~ nnit<~:-;; flllHII tasa eúte, elle 
1 

1 4 . ' (ti e:-;t t e - - umte~ f.!.' , :! 1 ). 7 < 

z 

f 
Fie . ~~ 

fi.J. D'une fac;on généralc on tron\·e. i, étant le <<dipl<>t >) s -+ ti, et 
as;:;iguant a A et B le~ coor<lonnée,; 

.r, =X,-+ ZJ, y,= Y,-+ \~,i : .l', = X, -1- Z,i, y,= Y,-+ V,i, 

(1ne les coor<lonnées de leurs conjugnés harmoniqnes sont : 

X _ (1 + s) (X,± sX,) ± t (± X,t -1- Z,- Z,) 
"' ' ' - ( 1 + s)' ......... t' -

-+
+ f(X,- X,)+ (1 +s)(Z, +8Z,) -+ t' Z,. 
- 1 

(1 + s)' + t' ' 

' -
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y _(1 -\-.~)(Y, -\-sY,)-\-t(-1-Y,t -i- V,- V,) 
¡,,- (1-\-s)'-\-f' + 

-\-±t(Y,-Y,) -\-(1±s)(V,-\- 8V,} -\- I'V, i 
(t-\-s)'-\-t' ' 

le signe -!- correspond au point e (.t,. y, ), et le signe - an J)Oint D 

(x,' .IJ,). 
GG. On ponrrait se demamler que! sont les cas pom· les quels 

rnn on l'antrc (on les denx a la f'oi,.;) des points U et D apparticu 
dront au plan de base. Il faudrait alors satisfaire a l'tm ou l'antre 
(on anx dcnx a la fois), des systemes (a) et (b) sniYmlt: : 

soit 

et 

1 t (X,- X,) -\- (1 -!- s) (Z,-!- sL'í,) + t ' Z, =O 

1 t(Y,-- Y,) -i- (1 -i- s)(V, + .sV,) -\- t'Y , =O 

1 (s' --t- t') Z, -+-- s (Z, -i- Z,) t (X,- X,) __!_ Z, =O 

l (s'--¡-- t ') V, -i- s (V,-\- V,)-\- t (Y,- Y,) -i- V,= O 

\ (s'-!- f') Z, - s (Z, -i- Z,) - t (X,- X,) -i- Z, = O 

( (s'-\- t')V,-s(V, -i- V,) - t(Y, - Y,) -\- V, =0. 

(a) 

(IJ) 

l1es solntions algél.ll'iqnes(on <<réelles>>) en tetsde (a), fournis,.;eut 
une vnleLU' de i, pour leqne!Jc le poiut e appartient au plan ÜC ]Jase. 
Par rappo1·t a tleux axcs Ot et Os, ces syHtemes (a) or1 (b) représentent 
denx circouféL·cnce,.;, de SOL'te qn'il ue pourrait y <n-oir, tont au plm;;, 
que <lenx solutions: a moiw; qne le,; den:-.:. équation,.; fns,.;ent i<lenti
ques, ce qni exige que l'on ait: 

Z, X,-X, 
-Y, Y, -Y, 

(e) 

::li celi\ a lieu ponr le 7sti•uw (a), il en sera de meme pour le systc
me (b), de sorte que nons aurons tlll ,.;p;teme total de denx équatious 
qni f'onrniront un Yalenr as Pt une autre a t pour lesr1uelle;; les points 
U ct D appaniendront atL plan <le hase. )Iais si on ne llésire r1ue le 
1~1it se ¡H·o<lnise pour un ·eul ües points O ou D. nous aurons. si (e) 
a líen, tll1C inlinité de valenL'S üe i, potu· lesc1nelles U on]) appnrtien
rlront a-::. Par ex e m ple, si les coor<lonnées tle A et de B étaien t: 

_1(1- ') ,l:,-¡ u 1' 
1 . 

y,= - \1!) + t); 
. 'l 

y,= ~(lO-i) , 
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le condition (e) étant ici realisée, le sy,;temc des quatre éc¡uations (a) 
et (u) eRt satisfait ponr les valenr,; 

c'eRt-i't-dire ponr 

1 
8= - - · 

:3 

1 
f = - - · 

~ 

. 1 + i 
/,= - - ,)- , 

qui <lonnent, ponr le,; coonlonnées lle U et D, leR valeurs 

J', = :3, y,= 4: :r,=~.y.=5. 

X o u,; a vous, dn reste, que si <leux des qual re poin t: appartiennent 
au plan de baRe. le lien repr~Hentatif dn systt>me linéaire auquel ces 

f 

qnatre points appartiennent, est un plan coté perpendiculaire a celui 
de base (n" 4-3). Dans l'exemple nnmériqne que nons venon · de consi
derer, ce plan passe par le droite ele-;: dont l'équation est 

y = 7 -X (fig-. ~2) . 

G7. Pour qne les systt@CS (a) et (b) fn:->sPut idéntique , , ans que/, 
soit mll (s = t =O), il fau<lrait, comme nu pen tl'att<.'ntion le fait voir, 
qne l'on ent 

Z, + Z,= X , -X, = Y, -- Y,= Y , - Y,= O. (d) 

Les points A et B sl:'raient nlot·s C01(jug?cés. ce qni \'Cnt <lire que 
leur::; coonlonnées seraieut <lu type 

x,=a ---¡ bi ;c,=a- bi y ,=c+ cli ,1/ 2 =C - di 
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et les quatrc équations (ct) et (b) ~;e reduirnient a la conüition 

s ' + t' = 1 

qui serait, sati~faite pour tonte~ les Yalenr¡.; de i, dout le mo!lule se
rait +l. 

G8. On pourrait se poser plnsienr~ problemes relatifs a ces que~:>

tions. Par exemple, si l'on a X + Y= O le licu est le plan passant 
par l'axe biHcctenr dn ~ o et 4° tlieclrP. On peut envisap:er la con
clition Z -1- V= O. Les coortlonnées des points A et B étant toujoun; 
(X,+ Z,i, Y, -+- Y,i); (X, -1- Y,i, Y.-+- Y ,i) ¡,quelles sont les point~ 
conjugné:o; harmoniques des prmiers pour lesqnels on a Z, + V,= Z, 
-1-- V,=O? 

En établissant cette coJHlition apres a\·oir, comme plus hant, écrit 
les valenrs tle Z,, Y,, Z,, V, et i, = r + st. on obtient le sy ü•mc 

(s' + t ') (Z, + V,)+ Z, ---¡- V,= O 

s(Z, + Z, + V, ~ Y,)= t(X,-X,+ Y,- Y,) 

lequel, une fois résolu, tlonne: 

S=+ (X, -X, + Y,- y ,) X 
t_/ -(Z, +V,) 
V (Z'i , + V,) [(X, - X,+ Y,- Y,)'+ (Z, + Z, + V, - V,)'j 

t=± (Z, + Z,+ Y, + V,) X 
(e) 

1
/ - (Z, --r Y,) 

(Z, + V,) [(X, - X, ..L Y,- Y,)'+ (Z, + Z, ..L V, - Y ,)'( 

On voit, tont d'abord. que ponr que s et t soit dn natnre alg-ébrique 
(réellc) corume le probleme l'exige, il faut que Z, --r \~, et Z . + Y, 
aient signes contraires; il y ama alors <leux solutions. 

Si A et B ap¡mrtiennent a u plan de hase, c'est-ú-tlire si Z, = Z, 
=V,= V,= O, le valeur de t est nnllc et celle de~ prenll la forme 
indéterminee; /, est, par conséquent. nn nombre << réel >> C}nelcon
qne. Si l'on avait, au :::;urplu;-;, X , - X , ..L Y,- Y ,= O, <"'esl-a-llire 
si le droite AB de-;: était pamll·lle a la hissectrice tlu ~ 0 -4 ° ang-le 

( ~ {: ) 
XOY', X'OY s et t anraient la forme incléterminée. ~'importe qn'elle 

valenr de¡, ~:~atisfaira an probleme, chose qui. dn reste, pent Hre tres 
facilcment conf>tatée d'une maniere rlirecte. Par exemple, Ri l'on aq1it: 

ro, =3, y, =8; x,=G,y,=G; 
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1 78 10 . 
:l') -±-+-1 
''- 89 8!J ' 

z 

l 
o A[o] 
o 

y 

16 10. 
y, = 6 89 - 89 'l, 

- ,... 49 + 1 o . (ti . ''3) y,-'-' Gl Gl" g . ~ . 

, 

~Na) X 

~~~ 
X 

Fig. :?3 

GO . .'i A et B n'appartiPnnent pax a-;-:, tout en ayant X,- X , -¡

Y , - Y,= O, s serait nul et t anrait une ,-alenr determinée. Si la 
somme Z, + Z,--+-- \, - \T, était nulle, t t'erait nnl et s anrait une va
leur tleterminée. Si seulement ~\. (on D) appartenait a o., on aurait 
Z, = \T, = O (oi't Z , =V,= O) (•t alors s, t et i, s'annuleraieut. Le::; 
point U et D eo'incideraient avee A (on B) (n• 57). 

íO. Voici, ponr tcnniner, un exemple nnmériqne dn cas général. 
~oit: 

. r, = 2. y, = 3 -+- ~¡: .v, = 3, y.= 4- i . 

Pour tlétlnire /, dn :,;y::;tcme (e) il fant y rernplacer X,, Y,. Z ,, Y,, 
X ,, Y , Z" V ., respecti,·ement par~, :3, O,~, 3, .J-, O,- 1, on ohtient. 
Raus ddliculté: 
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·) V·) 
8 = + (1 + 3) V 1 (1 + 16) = + 4 1; 

¡--:) 

1= + 1 ....:._, 
~ 17 1

/ 2 
i. = . 17 (4- i). 

z 

y 

Ponr .l',. y, : x,. y, il ré::;ulte: 

\ 

•> ¡•) • 1-
- ' ,... C) •) ...J • ~ • _ •) ,_ • •) - ,_ • 

;e,-<~. dll L- . 1- .). d>lL- 0.1 ¡(l¡ 
;~ + Si~: 11 

(y,= :3.407~8 = 0.1 T!li 

\ 
- .. 3i:J:ll . ,_ ,, <)' 

:r , = 9.3.Jtí K ~ ¡ = 9 .. ).>/'íl'i + ·1.00~1 
:-{ -KI:.!: lí 

(y,= 9.4121~- 4.002i 

La fonction Jinéaire a lac¡uelle app::ntiemwnt les qnatre poiu t;; est: 

if=e-i)x+G+4i> 
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elle C:-it représentée par Ull pian COté í]UÍ a pour éqnati011 

et <lont la cote, V, d'un ¡JOiut de eoonlmmées X, Z, est : 

V=-X + ~Z + 4. 

Le plan coupe les axe:s UX, OY, OZ, aux dü;tance 

unit!;:s de louguenr. 
ht trace dans le plan ele base. a ponr ~qnation 

et le c6te d'nn point, ele cette base, d'ahscisse X est 

V=-X + 4. 

La figme 2J est nne représentation de:s points en qnestion d'apres 
la métltode de l\longe. 

o) Rapport equianltannonir¡ue 

71. Sa valenr est 

2 
o u 

( ') eomme il cst l.Jien su, les 24 permutntious c¡ue l'ou obtieut eu faisant vnrier 
l' onlro des qmttre poiuts A, B, e, D, no fournit, on réalité, que six rnpport anhar
moniques dilt'érents. Si une de ce~ valenrs e~ incliquée par p. le~ a11trcs ciuq sont 

1 1 ~-1 o 
alors - · 1- o, --, '--· -'-· bi l'on chcrchc les conditions d ' égalité de 

? 1- ? p -1 
cl cnx: de cos six: valetlrs, ou ne tronve que tt·oi~ dispositious de poiuts : 1° eo!n
<:ideuce ele e el. D. soit i, = 1,, .~ = l; il u ' J· alors que trois valcurs pour les re
lation s auharmonic¡ues, a savoir: 11 O, ::oo: 2° Le cns du rapportlntruwnic¡nequi 
currespon!l :1 o= - l. le six: rapports . e r édnircnt an trois - 1, 2. ' ,. Les dctlX 

cas pré (·l~ rlcnt~ t·orrespondent lt o~ ~- Le lroisi eme cas correspoud a o= -
1
- . 

j ; ¡ 1 -? 

. . , . l + J3i 
~o1t a :- - o+ 1 = O. qm donnenl les valt>nrs o= 2 ' c't• l -a-dirc e¡ u e p est 

une uu l' anlre des dcnx: racincs cnl.Jiqncs uon récllcs (non algélJriqtws au :;cus 
si L"i ci) üu uo1ubrc vcctoriel- l. l'our uue de ces deu:x: valeurs tlu rapport anhar-



- .Jo53 

~¡ A et B appartiemH•nt a u plan tle lJase, et i., e:;t <<réel >>, i., est 

alors v«<'etoriel a tlenx 1111ités puisqne nons deyons a\·oir 

Si, tlonc, () appat•tient an:;Ri an plan de lJase. D <loit S(' tl·onYer l10rs 

de ce plan. 
Par exemple, soit : 

x,=2,y,=3: :r,=3,y,=8: 

e est le point milieu des seg-ment 
AB, et les coordounées de D. Hont : 

72. Supposons maiutenant que A 
et B aien t pour coorclonnées 

x, =X, + ZJ x,=X,+Z,i 

y,=Y, + Y,i y,=Y, + Y,i. 

La valenr i., = s +ti <létermine un 
point e qui n'appartiendra pas, rn gé-
nérul, au plan ele base; mais qui, pour 

. i. = 1 (fig. 3.)). 

A 

' 
o~] 

certaine Talenr de i" pourrait lui appartenir. TI snJlisa de <lonner as 
et a t les valeurs qui satisfont au systerne (a) du 11° GG. Fnc foi;,; i., 

monique, tlcux de autres t·inc¡ lni sont égales, et les twis l'l' ·tan tes ·out égales a 

¡¡a valcur ('Onjugnéc. 11 n'y a done, dans ce cas spécial. que tleux grouprs de troi 

t+ISi 1-ISi 
valeurs égalcs a savoir, l' nnc it --

2
-1 l'::mh·c a ----;¡---· C'est ce qni f'ait ce cas 

si intér('s~ant surtout dans la théorie des équations de 1roisii•n1c t·u dtJ <¡uatrieme 
<legl'\>. (Vo ir notre art.icle Sob1·e ecnacioucs de tercero y cuarto grado.~, danR Hel"isfu 
matemática, ¡ml.Jliée pal' la «Soc iecla!l J)!atcmática Argentina», frvl'i<'r 1026, page 
403 et ~uivant.es.) 
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déterminé, le qnatricme point D, quise trouve aYec les précédents en 
ra pport eqnianllarmoniq n<', corresponüra a une valeur /,, te !le que 

, _ + .) 1 + 1 ;) i _S + t ¡/3 _j t + ¡/3 8 . _ 1 + 1 • 
¡,, - (8 tt ? - ') 1 - ., ~ - S t L 

"" "" ...J 

Pour qne D appartienne aus~i an plan ele base, il l'andrnit que¡/ et 
11 satistissent, également, a ce systeme (a) en y rem pla~'<l ut .~ et t par sr 
et 11

; mais comme il résulte que 

s1
' + t'' = s' + t' 

il l"amlrait que s et t satisfissent au systhue : 

( . + ") Z (. 8 + t ¡"3) r. r; ) + f + ¡3 8 V X ) + r,r O s· t· , -¡- . 
2 

(Z, ¡- Z, 
2 

(...>..., - , ll 1 = 

(s' ¡- t ') V, + e :±~ti}) (\ r, + V,) + t +J'3s (Y,- Y,)+ V,= O 

(J) 

ce qni n'arrivera généralement pas. :Jlais si les deux éqnations dn sys
tcme (a) remplissaient le condilion (e) (n° üG), le: <lenx éc¡uations (a} 

et par tant (f). seraient i<léntiqnes et on pourrait ol.JteniL· deux va.
lcu¡·s de s et t et, par tant, de/. , et i., pour lesq u elles lcsl)Oints U et D 
appartienüraient an plan üe base. 

73 . Si la condition (d) (11° ü'i) t-ta.it rf'mplie: c'est-<1.-tlirc si A et B 
étaient conjuguéet\, les üenx équatious (a) scraienL identiques anx 
cl~>ux (/) et le quatre se reduiraient a la condition uuiqne 

s' +t'= 1, 

Yoici denx exemples numéric¡nes : 

í4. 

y 1 = ~ ( 1!) ..L i) 

x, =~(4 + i) 

y , =~ ( lO-i). 

coorclunnéeR qni rempliss('nt la couclition (eJ . 
On obticnt les solntions : 

] 
8=- -

:J 

] 
t = - -

3 

1 -1-i 
/.,=-~; 



1 1 J - <)+ ') 
.J .J 

f' =--- 
·> 
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qui fourni,;SCIÜ deux points e et D eu rapport er¡uianharll\OilÍfjllC ¡n ·e(' 

le premiers et qui appartiennent an plan de base. 
í ;:;. Soicnt le>< points conjngu{-s A et B 

<le coordonnécs (tig-. :!ü} : 

•) -. . r , = _, -¡- .JI ') - . .t:, = -'-JI 

y,=3 --¡-- Si y, =:3-l:3i. 

Po:-;ons /,, = 1 : il en résnltera 

1( - - .) i., = ~ ] + 1 J l . 

Les coonlonnéeR de D, calculées par 
ces données sont : 

8 e 
y,=3+313. 

Bt celles <lP O 

»-'> 
.~ J --" 

y_= :3. 

íü. Du reste, le cas de poinls con
jugués pent Hre traité dircctement 
ain i: 

Soient 

o e o 

jt'i~. :.!fi 

.1·, =a + bi 

y, = c + rli 

;"V , = ll- úi 

y,= c-di 

les coor(lonnées ele, points en r¡nestion. Oelles des points O et D en 
rapport eqnianharmoniqne aYec lefi premiers, sout : 

x , + ) .. x, + ú 1- /,, . 
x,= . =ct ---- 1 

1 + ~-. 1 + 1., 
1- i .. 

x , = a -j- b 
1 
+ . · í, 

/ .. , 
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1 -/, ,. 
y =c _¡_ d---1 

3 1 1 - - i., 
1-/,.,. 

y =c _¡_ d----1 
1 1 1 + /,, ' 

t., 

Pour que ces poillt~ appartiennent au plan lle ba~e, il faut que 

1- i.,. 
---t=lll. 
1 -+- /, , 

m et n ét:ntt algébrirple~ (« réC'1R >)) . 

1-i,, 
---= n, 
] -t- i ., 

Cherclww; a satil;faire cette condition. 
On a 

'·• (i - m) (i ~ n) 
-

(i -+- m) (i-n) 

Ce systi.•me. re~oltt eu n, donnP 

~~n+ (m'-1 ) 13 
n= . 

3 ~ m' + :Jml :$ 
(g) 

On Yoit <lonc r1ue si l'on üonne a 1n nne valeur algébriqne (réelle) ou 
obtient pour n une antre valeur a1gébriqne (et vice,·ersa). 

S . - () - + 1;). 1· ' . . . -1 . - 1 (1 -~-3 •) 1 . tu l?ll - , n --3 ,c.tnscecas,," - ,t .. -~ + 1 epom . 

co1nci<le avec cc1ui qui a pour coordonnécs a::" =a, y3 =c. 
Ainsi, daafi 1\•xcmple nnmériqne antérieur, nous aurions pour cette 

valeur de m 

') 1 - •• .r, =_. -¡- JI' x , =3- 5i; 

y,= 3 -¡ l')i: y , =3-Ki: 

-~3 . 
re, =3 +o - , - 3 

y,=3+s 1;. 

• 1 . 1 . + -t\i dan~ ce llH'Ille rxemp e on prena1t s = ~ ' on anra1t t= 11 - s' 
·> -

3 - 1 1 -) 1 - .-= + 31 ~.La ya]eurdei., e,.;t :1 1 + 31 ~¡, l't c·eliP<le /. , est () _1 + 31 G 

1 - -+ ,31 :J + 1 ;; ;¡ . Et l'ou obrient ai;;l~lllCilt, LJOlll' e, 1ei' roordonuées 

. - •) -1:!. 
,t ' - ~ + ,) -:¡ ' 

-
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Et il conviemlra, alors, !le c·alclllm· x,, y, an moyeu Lle la Connnle (g) 

+ v2 o b · 1 · en y posnnt m= - · no tu:ntponrn,lesfjnatrcYa eur~smvantes 
-~ 

;) 

+ 41~ ~ ;;¡ ,) 
n==-----, 

3 

+ 4-1 :.l - ;j 1 ;~ 
n==-----

') •) 1 :) + ') ' 1 ·-;-;-
-. ~ - •) ,J_. ..J--' t- ~). y , - .~ + tin -- ._, -+ _ . 

;e,=~- 4-13 + ;3 13 

:3:.ll ~ + :!41'} 
y =3- -

,¡ . .; 

d) /,a fnrowlc rlc Laguerrc 

í7. :Xons terminerons ce eltapitre en faif;ant nne alln;;ion a la for
mule de Lagnerre qni lie l'angle (r7r7') <le clenx droite,.; "<' <"Onpant an 
poiut O, avec le rapport anlwrmonique déterminé paree,; (]eux droites 
avec les deux isotropes OI et OJ, qui passent par O. Cette formule 
snr laquclle nous reviendron~ plnH loin, est, comme l'on sait : 

1 1:: (cld') =e;-: log (d', d, OI, OJ). 
--~ 

78. D'apres cequia été observé au numero 4;), les qnatre droites 
en íJnest.ion, si l'on ne considere que des valeurs «réelh•s» (]es abscis
ses, l'origine étant en O, et lci:l éqnations des droites r7 et r7' étant 

Y = ~I.r, y= 1\I'x 

sont grapbiqnenwnt reprt':>entées par qnatre clroites ele l'espace. a 
~¡Lvoir : les deux droites considérées d et d' dn plan de base, et les 
deux: isotropes, c'est-a-dire les denx bissectrices <les angle. XOZ. 

Si l'on coupe ce faisceau ele qnatre droites par la droite x =l. qni 
est représentée par le plan parallele a YOZ a la dif;tanee nnitaire, on 
obtient qnatre points tons (l'abi:lcisses egalés a l'unité, et dont les 
ordonnée!'\ sont évillemmeut pour -valeur m. m', - i,- i. I;e rapport 
anharlllOilÍqne de ces qnatre poiut~ , qui e~:;t, par définition, celni du 
faiseean des qnatre droite;; (') e,;t ( YOfCZ 11° 33) : 

m'- i 
m' +i 

?n-i 
1n -¡-- i 

(') Soient z =O, ¡9 = O, "+ )19 = O, "- + ).'i'J =O les c~qnaticms eles r¡natrc t1roi
t.es t1n f'aisceau. Consi<lérons qn::tt.rc points A, B, C, D <l'm• ln•' me t1roite . Soient 
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Et c·ommc d et rl' apprntienneut au plan de base, si :~. est la valenr 
de l'angle qn elles forment, on a, :sans nécessité cl'étendre le notion 
d'nngle. 

m'-m 
tang 1. = , 

1 -+ 11111!' 

done, en rempla<,>mlt m' et m par Ieur Yaleur en fonction de:~. dansl'ex· 
prt'ssionH llu rapport all1Hll'll10ilif}tte en r¡nestion; il en ré:snlte que, en 
etl'et, cette expressíon peut s:rmholiqnelllent premlre la forme 

en temmt compte des dé\·eloppelllent' en séries cOJtn•rgentes <le m, 
?JI' et (', 

'í!.l. Dan::; le cas con:sidél'é, une cirennféreuce de rayou «r<'el» est, 
gmpl•iquemeut. rt>présentée comme !'indique la figure 3 (chapitre I). 
01·, on sait, par Yoíe élémentaire, c¡ue si. tl'nn point variable ü'nne cir· 
con férence o u projdte <lenx poi nts tixes de la <lite a ppartenant am;si 
:m plau rle hm;e, l'angle (l'ai~·n on l'obtus) <les denx choites projectan
tes est eonstant; mais on sait égnlement par les propiétés homog•·a· 

phir¡ues tles conif}ues, que le rapport anlmrmoníque du faü;ccau cons
titué par les tlénx projectantes et le~:; clenx iRotropeH qni passant par 

.t, y, 1 les coordonnécs homogl.•nc~ <le A, .r', y' 1', cellcs <le H; x + k.r', !J + ky', 
t + kl', cclleH <leC et x +k'""· 11 + k'!J', 1 + //1', celle tlc D. Si A nppartieuL tt In, 
droile et. ..,.-O, ct Bala droitc ,:¡=O, e a"+;,:¡= O et D "'· + i'13 =O ct si, par 
l'e:qli'<'S~iun "~' et 13,. on designe ce r¡ Hl' dcvit·nneut les pol~·uomes "·=O, 1~ =O 
qnallll on y remplacc x, z, t, par les eoot·dounécs du poiut P. nons anron~, puis· 
r¡ne A appartient lt "=O, et B ft ,~=O, que 

'Z.\=0, ¡'in= O . 

.. t cou1mc C appartient ;, "+,,;=O il en r6sultcra eu y iutroduisanllcs coordon
nres clt· e 

et de nu'me pour D 

tl'ou il s'eu~nit qne 
k - == -, 

ji k' 

c'est-;'t-tlire r¡ue !':. est constant pour les lfnatre poiut~ cunciitlérés ton te droile qui 
k' 

coupe les quatrc droites dn fuisccan : c'cst le rapport auharmoniqne du fai~ceau, 
qui esL Pgal, ainsi, a celui des <¡natre points qu'il détermine snr llliC s(<cante 
quelconqu<·. 
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lenr point d'intersection, est lui aussi constant ('). Il faut done que, 
entre cet angle et ce rapport anl!armoniq ne il y ai t une relation : c'est 
e elle trouvée par Laguerre. N otre représentation grapbique peut, 
done, etrc utile pour mieux comprendre ou saisir le sens de cette for
mule quand les abscisses sont réelles. Le cas généra.l sera trai té plus 
loin. 

(') Soient M. K, P, Q q natre points el' une couiqne; "'= O, :¡ = O, ·¡=O, ;; =O 
les équations des qun.tJ:e tlroite.· i\1N, NP, PQ, Ql>I; l'équation de ht coniqne peut 
s'écrire 1sii =).y_·¡, car celtc é<¡natiou est bien dn deuxieme <h•gr~ et c-omme elle est 

satisfn.ite par la conditiou, "-=O . . 'i =O, représcntative <lu poiut :\1, la conique eu 
question contient tlonc bieu M; ct on verrait de meme r¡u'cllt> contit>nt anssi :\. 

P, Q; d'aillenrs, ponr une valenr couve nable de i, on pcut In, faire passer par uu 
cinquieme point de la couir¡ne dmmrr. :\Iais cette ér¡natiou cst saisfrtitc 1)ar l'une 

et l'autre des tleux conditious "- = k¡3, ,; =k-¡ qui repré ·cntcnt, respectivement, 

<1..-ux <lroites passant, l'nne par M, l'antre par P: ces droitcs cloive11t done sc 
couper en un poiut de ht couiqne en qnestion, et comtne h• valenr du rapport 

anharmonir¡ue de qnatre de ces droites passaut par M, 11e <lépcud qne de~ valeurs 

correspo11dantes de k, ce rapport réRnlte égal a celni rles r¡natrc droites qui leur 
correspondeut passant par P. 11 en tlécoule la propiété rapcllée, lar¡nelle, du reste, 
snbsiste quaucl mi\me les quautités figurant dans les équalim1s sern.iet en partie 

on totalement vectorielles a deux uuités cn.pitales. La préscnte uote - ainsi que 
leR antres analognes üunnée~ on a flo11ucr - répondent, comtne uonsl'n.vons pre

venne des le déhut de ce travail, a notro fermc propos de vn!o·ari~cr tontes les 

<Jnestious quise préscntent e n p:<ssant. 
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